Taitopuntari 1

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Ratkaistaan tehtdvén a-kohta LibreOfficen Calc-ohjelmalla.
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b) Ratkaistaan tehtdvéin b-kohta GeoGebran taulukkolaskennalla.
Taulukoidaan havaintoarvot.

A B

Puoltodanet f
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Madritetddn tilastolliset tunnusluvut.

n 12607
Keskiarvo3.7725
(0] 1.526

S 1.5261
> X 47560
22 208778
Min 0

Q1 3
Mediaani 4

Q3 5

Max 7 2p

Puoltoddnien keskiarvo on 3,8, keskihajonta 1,5 ja mediaani 4.

Puoltoddnimédrdn 4 frekvenssi on suuri. Siis puoltoddnien moodi on 4.
1 p/tunnusluku (yht. 4 p)
Vastaus
b) keskiarvo 3.8, keskihajonta 1,5, mediaani 8, moodi 4.



Taitopuntari 2

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdmd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Lyhin kdvelymatka on 1,1 km ja pisin 13,7 km.

Valitaan luokiksi esimerkiksi tasalevyiset luokat

1,0-3,9; 4,0-6,9; 7,0-9,9; 10,0-12,9 ja 13,0-15,9. Ip

Lasketaan, kuinka monta havaintoa kussakin luokassa on. 1p
Kiivelymatka (km) f
1,0-3,9 4
4,0-6,9 10
7,0-9,9 9
10,0-12,9 5
13,0-15,9 2
Yhteensi 30

b) Ratkaistaan b-kohta GeoGebran taulukkolaskennalla.

Kirjoitetaan sarakkeeseen A luokat ja sarakkeisiin B ja C luokkien
todelliset rajat.

Lasketaan sarakkeeseen D luokkakeskukset.

Kirjoitetaan sarakkeeseen E luokkien frekvenssit.

A B C D E

1 | Kivelymatka | Todellinen | Todellinen | Luokka- f
(km) alaraja yldraja keskus

2 1,0-3,9 0.95 3.95 2.45 4
3 4,0-6,9 3.95 6.95 5.45 10
4 7,0-9,9 6.95 9.95 8.45 9
5 10,0-12,9 9.95 12.95 11.45 5
6 13,0-15,9 12.95 15.95 14.45 2
7 Yhteensd | 30




Taulukko 4 p
Luokan 4,0-6,9 frekvenssi on suurin.
Moodiluokka on 4,0-6,9 km. lp

Madritetdéin muut tilastolliset tunnusluvut sarakkeissa D ja E olevien
luokkakeskusten ja frekvenssien perusteella.

n 30

Keskiarvo | 7.55

o 33

s 3.3564

d>ox 226.5

Y x2 2036.77

5

Min 2.45

Ql 5.45

Mediaani 8.45

Q3 8.45 Ip

Max 14.45
Arvio kdvelymatkan keskiarvolle on 7,6 km Ip
ja keskihajonnalle 3,4 km. lp

Vastaus

b) moodiluokka 4,0—6,9 km, keskiarvo 7,6 km, keskihajonta 3,4 km.



Taitopuntari 3

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdamd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

Pussissa on 13 mustaa, 9 keltaista ja 15 punaista makeista.
Makeisia on yhteensd 13+ 9+ 15= 37 m.

a) P(1. punja 2. kelt)

= P(1. pun)- P(2. kelt) 1p
_15.9

=37 37 Ip
~ 0,0986 Ip

b) P(pun ja kelt)

= P(l. pun ja 2. kelt TAI 1. kelt ja 2. pun) Ip
= P(l. pun ja 2. kelt) + P(l. kelt ja 2. pun) Ip
= P(1. pun)- P(2. kelt) + P(1. kelt)- P( 2. pun) Ip
159,915

T37°37 737 37 tp
~ 0,197 Ip

¢)

P(korkeintaan yksi musta)
= 1 — P(kaksi mustaa)

=1 — P(musta ja musta)

=1— P(l.musta)- P(2. musta) Ip
13 12 Ensimmadisen mustan jdlkeen Ip
37 36 jéljelld on 12 mustaa ja 36 makeista.

~ 0,883 Ip



Vastaus
a) 0,0986 b) 0,197 c¢) 0,883



Taitopuntari 4

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

Kyseessé on toistokoe, jossa on 15 toistoa. Todenndkoisyys, ettd
yksittéiselld heittokerralla saadaan kori, on 0,70. 2p

a) Lasketaan todennikoisyys, ettd 15 toistossa saadaan
tdsmélleen 13 koria.

P(tdsméilleen 13 koria)
15

=1| 71-0,70'3.0,302 2p
13

~ 0,092 2p

b) Tapahtuma “korkeintaan 13 koria” on sama kuin
”0,1,2, ..., 13 koria”.
Vastatapahtuman 14 tai 15 koria” todennédkdisyys on
helpompi laskea. 2p

P(korkeintaan 13 koria)
=1—P(14 tai 15 koria)

15 15
=1- -0,70'%.0,30" +| " [-0,70'3.0,30° 2p
14 15
~ 0,96 2p
Vastaus

2) 0,092 b) 0,96



Taitopuntari 5

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukuméaird n = 6. Ip
Yksittdisessd toistossa klaavan todennékoisyys on 0,5. Ip
Satunnaismuuttuja X ~ Bin(6; 0,5). Ip

Madritetddn satunnaismuuttujan jakauma GeoGebran
todennikdisyyslaskurilla.

_ _ k PX=Kk)
=30=1.2247 N
g I i E 00.0156
10.0938
l 20.2344
, l _ , . | , 30.3125
0 1 2 3 4 5 & 4 0.2344
50.0938
_ Binomijakauma v n 6 p 05 6 0.0156
Oikea jakaumataulukko 3p
b) Téasmilleen 2 klaavaa saadaan todenndkoisyydelld 0,2344. 3p
¢) Todenndkoisin klaavojen lukuméddrd on 3. 3p

Vastaus
b) 0,2344
)3



Taitopuntari 6

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tdstd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumiird n = 24,
Yksittdisessd toistossa tapahtuman “veriryhmé on O”
todenndkdisyys p = 0,33. Ip
Satunnaismuuttuja X ~ Bin(24; 0,33). 2p

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennédkdisyys,
ettd X<9.

_/ Binomijakauma v n 24 p 033
1[0 1 ¢
P( 0 <X< 9 )= 0.7574
P(X <9)
=P0< X <9)
~ 0,76 3p

b) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukumdird n = 24.
yksittdisessi toistossa tapahtuman “’veriryhmi on B”
todennékdisyys p =0,17. Ip
Satunnaismuuttuja X ~ Bin(24; 0,17). 2p

Mairitetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla todennékdisyys,



ettd 3<X<09.

/ Binomijakauma

101 ¢
3

P( <X<

P3< X <9)

~ 0,80

Vastaus
a) 0,76 b) 0,80

9

24

)

p 0.17

0.7962



Taitopuntari 7

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Kirjataan silmilukujen summat 2 x 6-ruudukkoon.

Kolikko

4p

Noppa

Mairitetdén satunnaismuuttujan X jakauma.

X P




b) Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

E(X)= 15 2+E 341

2
=35,5

6

Vastaus

b) E(X)=55

1

6

6

Lo+l

6

7+7 8—|—§ 9

2p

2p



Taitopuntari 8

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

Ratkaistaan tehtivd GeoGebran todennékdisyyslaskurilla.

a) Normaalijakauman N(28, 6) odotusarvo u = 28

ja keskihajonta 0 =6. Ip
P(22 < X <36)~ 0,75 2p
p=280=6 N

50 55

0 5
_/~ Normaalijakauma v oy 28 o 6
] I L P 22 <X< 36 )= 0.7501 i



b) P(X <22)~ 0,16 3p

p=280=6 AN IED

50 55

/7 Normaalijakauma v pu 28 ag 6
) = 0.1587 i
¢) P(X >36)~0,09 3p
p=280=6 FANIE
0 5 50 55
/"~ Normaalijakauma v p o 28 g 6

10X (C)rcse <x) = oo .
ol L)



d P(X=36)=0 3p
u=280=6 AN -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
_/~ Normaalijakauma v u 28 o

[ I € e ss

]
E=5

Vastaus

a) P22< X <36)~0,75
b) P(X <22)=~ 0,16

¢) P(X >36)=0,09

d P(X=36)=0

<X< 36

)

ra
Ld



Taitopuntari 9

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

Ratkaistaan tehtivd GeoGebran todennékdisyyslaskurilla.

a) Normaalijakauman N(15; 1,6) odotusarvo p =15
ja keskihajonta o =1,6.

P(X<a)=0,72, kun a=15,9.

u=150=16 VARIE

8 20 22
/7 Normaalijakauma v p 15 g 16
[1 XL [ P(X< 1503255 )= 0.72 0

Ip

2p



b) P(X >a)=0,10, kun a~17,1.
u=150=16 N>
8 10 12 14 16 18 20 2
_/~ Normaalijakauma v p 15 o 16
ﬁ; ]I p( 17.05048 <X ) = 010 ra

¢) Vililla tulee olla 68 % satunnaismuuttujan X arvoista, joten sen
ulkopuolella on 32 % arvoista. Siten seki vélin alapuolella ettd

ylapuolella on % =16 % arvoista.
P(X <a)=0,16, kun a~13,4.
u=150=1.6 AN
8 10 12 14 16 18 20 22
_/~  Normaalijakauma v pu 15 o 16

H
H
m
—
—
m
m
)
—_
>
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(=1
=]
co
]
—
Ll
o
—
=21
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La

P(X >b)=0,16, kun b~16,6

Ip

2p

2p



u=150=1.6

_/ Normaalijakauma v p 15 o 16

m O ([P 1650113 <x) = 019

Kysytty véli on siis 13,4 < X <16,6.

Vastaus

a) a~17,1

b) a=x13,4

¢) 13,4< X <16,6

22

lp



Taitopuntari 10

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 20 ja keskihajonta 5.
Siis =20 ja 0=35.

Lasketaan arvoa x = 17 vastaava normitettu arvo.

X—p _17-20

pu— pu— = — 4
z > 5 0,6 p
Arvo x =17 poikkeaa odotusarvosta 0,6 keskihajonnan verran Ip
alaspéin. Ip

b) Tehtdvani on madrittdd satunnaismuuttujan Y odotusarvo p, kun

keskihajonta o = 8. Verrataan satunnaismuuttujan Y jakaumaa
normitettuun normaalijakaumaan.
Olkoon arvoa y =52 vastaava normitettu arvo z.
Tulee olla P(Y <52)=P(Z <z)=0,35. Ip
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0,1).
GeoGebran todennikoisyyslaskurilla saadaan, etté
P(Z <z)=0,35, kun z ~ —0,38532. 2p

_/~ Normaalijakauma v p 0 o 1

[] T [ P(Xs —03832 )= 035



Muodostetaan normitusyhtild ja ratkaistaan f.

YT H
o
52—u . .
—0,38532 = 2 2p Ratkaistaan CAS-laskimella.
[~ 55 Ip

Odotusarvo on 55.

Vastaus
a) normitettu arvo —0,6; poikkeaa 0,6 keskihajonnan verran alaspiin
b) odotusarvo 55



Taitopuntari 11

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Kyseessé on toistokoe, jossa n =80 ja p=0,5.
Lasketaan odotusarvo ja keskihajonta.

E(X)=np=280-0,5=140 2p

D(X) = \Jnp(1— p) =/80-0,5-(1—0,5) ~ 4,4721 2p
Odotusarvo on 40 ja keskihajonta noin 4,5.

b) Satunnaismuuttuja X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(40; 4,4721). Ip

Maiiéritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennékdisyys
saada 29-31 kruunaa eli P(28,5 < X <31,5).

o N

20 25 30 35 40 45 50 55

_/~ Normaalijakauma v oy 40 o 44721
] I [ P 285 X< 315 )= 0.0236 b
P(28,5 < X < 31,5)=0,0236 2p

¢) Mairitetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla todenndkdisyys
saada 30 kruunaa eli P(29,5 < X < 30,5).



N

20 25 30 35 40 45 50 55

_/ | Normaalijakauma v 40 o 4.4721

] IL C P25 <X< 305 )= 0.0074

P(29,5 < X <30,5) =0,0074

Vastaus

a) E(X) =40, D(X)=4,5
b) 0,0236

¢) 0,0074

2p

2p



Taitopuntari 12

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd timd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Todenndkoisyys P(Z <1,25) voidaan lukea suoraan
normaalijakauman taulukosta.

P(Z <1,25) 3 4 5 6
=®(1,25) Ip 12 8907 8925 2944 8962
~ 0,8944 2p 13 9082 9099 9115 9131

1,25 Z

b) Tapahtuman Z >1,25 vastatapahtumaon Z <1,25.

P(Z >1,25)=1—-P(Z <1,25) Ip
~1—0,8944 Ip
=0,1056 Ip

1,25 z

¢) Normaalijakauman symmetrian perusteella



P(Z < —1,00) = P(Z >1,00) 1p

=1- P(Z <1,00) Ip

= 1—®(1,00)

~1—0,8413

=0,1587 Ip
-1,00 4

d) Kohtien a ja c perusteella

P(—1,00< Z <1,25) = P(Z<1,25)—P(Z <—1,00)1p
~ 0,8944 — 0,1587 Ip
=0,7357 Ip

-1,00 1,25 z

Vastaus

a) P(Z <1,25)~0,8944

b) P(Z >1,25) = 0,1056

¢) P(Z <-1,00) ~ 0,1587

d) P(-1,00<Z7Z<1,25) =~0,7357



Taitopuntari 13

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdmd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) Lasketaan keskiarvon keskivirhe.

o - L8 2p g — S
SNET Yo’
~ 0,22 (g) 2p missd s=1,8 ja n=70

b) Tapa 1. Lasketaan kéyttien kaavoja.

95 %:n luottamustason kriittinen arvo on 1,96. Lasketaan
virhemarginaali.

1,8 o S -
1,96 —2 2 kriittinen arvo - ——=, missi
J70 P Jn
~ 0,42 (g) Ip kriittinen arvo = 1,96,

s=1,8 jan=70

Kaikkien pahkinédpussien painojen keskiarvo on véhintian
127,4g—-0,42 g ~127,0 g 2p

ja enintdin

127,4g+0,42 g~ 1278 g 2p

Luottamusvili 95 %:n luottamustasolla on [127,0 g; 1278 g]. 1p

Tapa 2. Lasketaan
GeoGebralla.



Madéritetddn GeoGebran Jakauma  Tilastot
todennékdisyyslaskurilla kaikkien

. o e . . . . Keski Z-esti tti v
pahkinépussien painojen keskiarvon ceenen resmeE
luottamusvili 95 %:n Luottamustaso 0.95
luottamustasolla. Otos

Keskiarvo 127.4
valittu "Keskiarvon Z-estimaatti" 1 p o 18

sijoitettu oikeat arvot 4 p N 70 =]

Keskiarvon Z-estimaatti

vy Keskiarvo 127.4
Luottamusvili on

o 1.8
[127,0 g 1278 gl. s 02151
70
16ydetty oikea luottamusvili 2p ?:fra‘:a :;6'2‘;33
ilmoitettu tulos 1p V;iraja 12::4 12.4217

Vastaus
a)0,22¢g
b) [127,0 g; 127,8 g]



Taitopuntari 14

Vertaa omaa ratkaisuasi malliratkaisuun ja anna itsellesi pisteet.
Testistd voi saada enintddn 12 pistettd.

Jos saat vihintddn 8 pistettd, olet oppinut tistd luvusta perustaidot.
Huomaa, ettd tdmd testi ei kerro, onko osaamisesi kiitettdvdd tasoa.

a) 95 %:n luottamustason kriittinen arvo on 1,96.
Lasketaan virhemarginaali.

0,78-(1—0,78) o | p(l—p)
1,96 \/447 3p  kriittinen arvo .

~ 0,038 =3,8 % lp missd kriittinen arvo = 1,96,
p=78%=0,78 ja n=447

Virhemarginaali on 3,8 prosenttiyksikkoa.

Arviointia enimmakseen oikeudenmukaisena ja tasapuolisena pitdvien
opiskelijoiden prosenttiosuus on 95 %:n varmuudella vahintdin

78 % —3,8%=74,2% Ip p — virhemarginaali
ja enintdin
78 % + 3,8 % = 81,8 %. Ip p + virhemarginaali

Prosenttiosuuden luottamusvili on siis [74,2 %; 81,8 %]. 2p

b) Opintosuoritusten arviointia enimmékseen oikeudenmukaisena
ja tasapuolisena pitdd 95 %:n varmuudella
74,2 % — 81,8 % lukiolaisista. 4p

Vastaus
a) [74,2 %; 81,8 %]



b) Opintosuoritusten arviointia enimmaékseen oikeudenmukaisena ja
tasapuolisena pitdd 95 %:mn varmuudella 74,2 % — 81,8 %
lukiolaisista.
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